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CUARTA GUIA DE EJERCICIOS CALCULO III

. En los siguientes ejercicios hallar una ecuacién del plano tangente a la superficie dada por la funcién

vectorial en el punto indicado:A .
a) r(u,v) = (u+v)t + (u — v)j + vk en el punto (1,—1,1).
b) r(u,v) = ucosh(v)i + usenh(v)j + u>k en el punto (—2,0,4).

. En los siguientes ejercicios calcular el drea de la superficie sobre la regién indicada:

a) la esfera r(u,v) = asen(u)cos(v)i + asen(u)sen(v)j + acos(u)k con 0<u<w y 0<v<2r

b) el toro r(u,v) = (a + beos(v))cos(u)i + (a + beos(v))sen(u)j + bsen(v)k con a > b, 0 < u < 27
yO0<wv<2m

Calcular el drea de la regién que en el plano = + y + z = a determina el cilindro z2 + y? = a?.

Calcular el drea de la porcién de esfera 2> + y? + 2% = a® interior al cilindro 2> + 3> = ay, siendo a > 0.

. Calcular el 4rea de la porcién de superficie 22 = 2zy que se proyecta en el primer cuadrante del plano zy

y limitada por los planos z =2 e y = 1.

Calcular el 4rea de la porcién de superficie cénica 22 4+ y? = 2?2 situada por encima del plano zy y limitada,
por la esfera 22 + y? + 22 = 2az.

Calcular el drea de la porcién de paraboloide 22 4 y? = 2ay cortada por el plano y = a.

En los siguientes ejercicios calcule [ |, 5 rydS donde:
a)S:z=2—-y, 0<2<2 0<y<2 b)S:z=5 22+y><1

c)S:z=9-22, 0<2<2, 0<y<z d)S:z=h, 0<2<2, 0<y<V4—22

En los siguientes ejercicios calcule [ [¢z? +y?dS donde:

a)S:z2=4—-2—-2y, 0<x<4, 0<y<2 b)S:2=4, 22+y?<1

c) S es la superficie limitada por arriba por el hemisferio 2 = /1 — 22 — y2 y por abajo por el plano
z=0.

Calcule [ [ (2% +y?+27)dS donde S es el trozo del plano z = z+1 que estd dentro del cilindro 22 +y* = 1.

En los tres problemas siguientes calcule [ F' e NdS donde N es la normal hacia afuera.

a)F = zi + Qyj — 32k y S es la parte del plano 15z — 12y + 32z = 6 que yace sobre el cuadrado unitario
0<x<1, 0<y<1.

b)F = 2i +yJ v S es el hemisferio z = /1 — 22 — y2.

¢)F = 2% +y%j + 22k y S es el trozo de plano z = y + 1 que est4 dentro del cilindro 22 + y2 = 1.

Calcule fs(a: — 9% + 2)dS donde S es la superficie definida por R(u,v) = w¥ +vj +uk, 0 <u <1,
0<v<1.
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En los tres problemas siguientes calcular la masa de la 1dmina homogénea que tiene la forma de la superficie
S. Suponga que p(z,y,z) = 1.

a) S es la superficie z =10 — 2z —y,con z > 0y y > 0.

b) S es la superficie 2 = 1 — 2% — y?, con z > 0.

c) S es el tridngulo de vértices (1,0,0),(0,1,0) y (0,0,1).

Calcular la masa de la ldmina de superficie S : z = \/a? — 22 — y? si la densidad viene dada por p(z,y, z) =
kz.

En los siguientes problemas compruebe que se verifica el Teorema de Stokes:

a) F = zi + 2zj + 3yk, sobre el hemisferio #2 + y2 + 22 = 9, con z > 0.

b) F = (z+22)i + (y — 2)j + (2 — y)k, sobre el tridngulo en que el plano z + 2y + z = 3 corta al primer
octante.

c) F= 2y% — 623 + 33:12:, sobre el paraboloide z = 4 — 22 — y2, por encima del plano XY y con la normal
hacia afuera.

En los problemas siguientes use el Teorema de Stokes para calcular las integrales dadas:

a) [ (zdz+xdy+ydz) donde C es el tridngulo de vértices (3,0,0), (0,0,2) y (0,6,0) recorrido en el sentido
horario.

b) [ (ydz+zdy +zdz) donde C es la interseccién del plano z +y = 2 y la superficie 22 +y* + 2% = 2(z +y),
recorrida en el sentido de las agujas del reloj vista desde arriba.

c) fc(?)yda: + 2zdy — 5xdz) donde C es el borde del hemisferio z = \/1 — 22 — y? orientado positivamente.
d) fC(QnyZda: + 22%yzdy + (2%y® — 22)dz) donde C es la curva definida por las ecuaciones paramétricas
x = cos(t), y = sen(t), z = sen(t), 0 <t < 2m, recorrida en la direccién de t creciente.

En los problemas siguientes use el Teorema de Stokes para calcular |, g(rotF e N)dS si:

a) FF= a:yi — 25 y S es la superficie del cubo unitario excepto la cara en que z = 0. Usar la normal hacia
afuera.

b) F = ayi + 22j + 22k y C es la interseccién del paraboloide z = 2% + ¢ y el plano z = y

¢) F =4yi+ zj + 2yk y C es la interseccién de la esfera 22 + y2 + 22 = 0 y el plano z = 0

Mediante el Teorema de Stokes, calcule la integral curvilinea
/ [(1+y)zde + (1 + 2)zdy + (1 + z)ydz]
c

donde C es el tridngulo de vértices (1,0,0),(0,1,0) y (0,0,1).

Use el Teorema de Stokes para demostrar que:

a) [, ydz + zdy + zdz = ma®V/3, siendo C la curva de interseccién de la esfera % + y* + 22 = a? y el plano
r+y+2=0.

b) [o(y + z)dz + (z + z)dy + (z + y)dz = 0, siendo C la curva de interseccién del cilindro 2® +y? =2y y
el plano y = z.

¢) [oy*dz + zydy + xzdz = 0, donde C es la curva definida en 19)b).

Sea S el elipsoide

22 2,
i 7 =1
1 + 9 + 2

y sea F un campo vectorial cuyas componentes tienen derivadas parciales continuas en S. Use el Teorema

de Stokes para demostrar que
//(rotFON)dS = 0.
s

Sean f y g funciones escalares con derivadas parciales continuas y supongamos que S y C satisfacen las
hipétesis del Teorema de Stokes. Verifique la igualdad

Importa que S sea un elipsoide ?

/C(ng)°d7‘=//S(foVg)oNdS
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En los siguientes problemas compruebe el Teorema de la Divergencia para la funcién vectorial F y el sélido
D. Suponga que N es el vector normal unitario que apunta en sentido contrario al origen.

a) F =xzi+y%j + 22k y D es la bola 22 + y2 + 22 < 4.

b) F = 2y2j vy D es la parte del plano z 4+ 4y + z = 8 en el primer octante.

En los problemas siguientes utilice el Teorema de la Divergencia para calcular la integral de superficie

/S/F.NdS

donde N es el vector normal unitario exterior.

a) F:x%+y5+zl§:yseslasuperﬁciecﬁbicaOSxS 1, 0<y<1, 0<2<1.

b) F = (cos(yz))i + €**] + 322k y S es la superficie del hemisferio z = \/4 — 2 — y2 junto con el disco
z? +y2> <4 en el plano XY.

c) F=(2?+y° +z2)%+x2y5+3zfc y S es la superficie ciibica 0 <2 <1, 0<y <1, 0<2<1,

d) F = 2% + y*j + 22k y S es la superficie esférica 22 + y® + 22 = 4.

Use el Teorema de la Divergencia para calcular

/S/||R||R.Nds

donde R = zi +yj + zk y S es la esfera 2 + y2 + 2% = a?

unitario exterior.

, con a > 0 constante y N es el vector normal

Sea u una funcién escalar con derivadas parciales segundas continuas en una regién que contiene a la
region solida T, con borde la superficie cerrada S.

// s = ///v%dv

b)Seanu=x+y+z y v=(2%+y>+22)/2. Utilice la parte a) para calcular

/S/(qu) e NdS

donde S es la superficie cibica 0 <z <1, 0<y <1, 0<2z<1.

a) Demuestre que

Demuestre que, si g es armonica en la regién D, entonces

//agds—o

donde S es la superficie cerrada que constituye el borde de D.

Demuestre la Primera Identidad de Green: Sean f y g funciones escalares y F' = fVg continuamente
diferenciable en el dominio sélido D de borde la superficie cerrada S, entonces

///fv2g+Vf e Vg)dV = //fagds

Suponga que D,S y N satisfacen las hipétesis del Teorema de la Divergencia y que las funciones f y g
tienen derivadas parciales continuas. Sean Dyg = Vge N y Dy f = Vf ¢ N las derivadas en la direccién
del vector N. Demuestre que

[ [ [4% v f)av = [ [(sDxg ~ aDxf)ds

(Indicacién: use dos veces el problema anterior.)



